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Over Getallen

taties

. het volgende duiden we de verzameling der natuurlijke
.len aan met N, die der gehele getallen met G, die der
- getallen met R en die der complexe getallen met C,

eeds is

i =+4=7T en e=%+%i«/§.
K = {ae + g : ae G, be G},
={xe+Z: xeR yeR 0Lx<1,0<y <1},

= € (de toegevoegd complexe van e). Voorts,

®l—=

rken op dat
. een ring zonder nuldelers is en het quotientenlichaam

. algebraisch over het lichaam van de rationale getallen
t daaruit ontstaat door adjunctie van e; K is de ring der
en in die algebraische lichaamsuitbreiding. Tenslotte,

het parallelogram in het complexe vlak is met hoekpun-

ol

y €, en 1, waarbij van de rand alleen de zijden die in

enkomen zijn opgenomen met uitzondering van e en €,

finieren we V c € C: E_ = {c + z: z € E}, dan is
1] {EC : ce K} = ¢, (1)

algorithmus van Euclides

algorithmus van Euclides dient ter bepaling van de

. van twee gehele getallen. De methode kan echter, be-




e in G, ook toegepast worden in K. Terst in G:

tel p € G en q € G. We gaan aldus tewerk:

T r
o) _ 9 .
a8, + g dus p = aq + ro’(ao eG, r eG 0¢ T < 1);
r, = 0, kunnen we niet verder, maar als r, + 0, stellen we
r, r,
a, + ;;’ dus q = a,r, + T, (a1 eN, r, €GO i ;; < 1);

r, = 0, gaan we niet verder, maar als r, + 0, stellen we

T2
T4

r
2 -
a, + ;?, dus r_ = a,ry + I, (a2 eN, r, € G, 0¢

< 1)

°

a een eindig aantal stappen breekt het procédé af, daar
> |ryl > |ryl > . . . en er slechts eindig veel gehele

. Indien voor

llen zijn met absolute waarde kleiner dan |q
re n € N geldt r = 0, dan is r,_; (of Lrn_1|, als men dat
ereert) de g.g.d. van p en q.

e merken op dat men meestal q € N onderstelt, hetgeen zonder
rking der algemeenheid kan geschieden. Dan zijn niet alleen
D1 e natuurlijke getallen, maar ook r;,r1,r2,.... behglve
aatste, Hierboven hebben we bedoelde onderstelling niet ge-
t om de overeenstemming met de glgorithmus in K beter te
uitkomen. Nu dan de algorithmus in K:

ij pe Ken g € K. We stellen

r

r
0 = 0
a, + v dus p = ag + 1, (a, e K, r €K, o= ¢€BE).




o>p dat bij g, op grond van (1), precies een a, e K

p 3 - . ;
>, dat a € an, dus a, € E; dow.ez., a, is door

B Qo

zinnig bepaald. Ook o is dientengevolge ondubbel-
aald, terwijl r,=PpP-2a,qce K. De verzameling E

ijkbaar dezelfde rol als boven het vak [0,1).

= 0, is P = a, en gaan we niet verder, Maar als
2llen we
ry r,
E;' dus q = a T, + T, (a1 e H, ry e K, ?; e E),
b
H=f{ae + g :2aceN, be N}. (2)

t is duidelijk dat U {E_ : ¢ € H} juist dat deel

c

wt
nplexe vlak omvat dat bestaat’éile punten z met

r
% die niet tot E behoren., Welnu, aangezien ag e E,
a, _ To n . .
rol = |arg 3 | < 3 terwijl T § E. De verzameling

dus de rol over van N,

1 .
+ — en gaan we niet verder. Maar

= i E =
0, is 3 a, 3

, stellen we

r

r
2 _ 2
F?’ dus r = a,r, + T, (a2 e H, r, € K, T e E) etc..

{ breekt weer na een eindig aantal stappen af, daar

1at |q| > |r | > |r;l > . . . en er ook maar eindig

len in K zijn met absolute waarde kleiner dan |q].
r

0 1
t men g door A, T door Ao, T door A1 etc., dan

gorithmus over in




A A A
. 1. — 0 = -2
= ao + AO, 7\;- a1 + }\oy ] = a2 + N 9 o o o (3)

A A
1
b a, € K, a, € H, a, € H, . . . en Ao € E, T; e E, T% e B, . .

'ruit volgt, aangenomen dat A _, $# 0 en A, = O,

; is de zgn. "gewone kettingbreukontwikkeling" wvan g = A,
ir nu gerealiseerd in K i.p.v. in G. Voor deze kettingbreuk

yruiken we de notatie [ao,a1,...,an].

De kettingbreukalgorithmus

De algorithmus (3) kan worden beschouwd als een generalisa-
» van de algorithmus van Euclides, in die zin, dat hij ook

1 worden toegepast als A niet rationaal is, namelijk, op een
ile A als we werken in G en op een complexe A als we werken

K. Is A irrationaal over G of K, dan breekt de algorithmus

A
st af, want uit de rationaliteit van een der quotienten =—%
v=1

&t de réﬁonaliteit van alle voorgaande, dus ook van A; en
; geval zou zich voordoen als voor zekere n zou gelden An==0.
Men ziet gemakkelijk in dat, indien A reéel is, dan alle

;allen a8,y 845 85y « + o €N Ao, A1, Az, . « o reéel zijn,
A
iat a, € G, a, € N, a, € Ny . «. o en O é Ao <1, O é'fl< 1,
o
A
4 Tg <1, . . « , zodat dan de kettingbreukontwikkeling in
M

lezelfde is als die in G. De eerste kan derhalve ook als




een generalisatie van de laatste beschouwd worden.

We noemen de getallen 819859000 de wijzergetallen van de
kettingbreuk en de kettingbreuken die‘we krijgen door eerder
af te breken, namelijk, [aO], [éo,a1], [ao,a1,a2], .« o o 4 de

naderende breuken. Tenslotte schrijven we

) _ _ 1 _ 1 _ _1 [} _ -_0- _ _g 1
a, = A=aj+ A, a; = 1, a, + X a, = X, = a, + Xt (3 )

Dan is A = [a;] = [ao,a;] = [ao,a1,a;] = . .

Voor het geval A niet rationaal is rijst nu de vraag, welk
verband er bestaat tussen A eﬁg%p bovenstaande wijze ondubbel-
zinnig bepaalde rij van naderende breuken, in het bijzonder,
of die rij convergeert en of zij dan A tot limiet heeft. We
zullen zien dat het antwoord bevestigend moet luiden zowel
voor complexe als voor reéle A,

We merken op dat de keuze van E ter vervanging van het vak
[0,1) bij de toepassing van de algorithmus van Euclides op K
niet noodzakelijk en zelfs niet gebruikelijk is., Ook kan men
bij de toepassing op G een ander vak kiezen, bijv, [;%, %),
maar het gevolg hiervan zou zijn dat ook negatieve wijzerge-
tallen zouden optreden., Het directe gevolg van onze keuze van

E is dat de wijzergetallen alle behoren tot H,

4, De naderende breuken

We stellen de getallen voor door punten die we vastleecgen

met behulp van homogene coordinaten. Daartoe schrijven we

P, = (1,0) en Py = (0,1) en A = (A,1) = AB_ + P_ = P.




Ne beschouwen de kettingbreukontwikkeling van A zoals boven
sven en onderstellen daarbij dat Ao = A% 0, dow.2z., a, = 0.

I3 . ' ' ' 2
de definieren punten P = (pv,qv) en P = (pv,qv) door mid-

van de betrekkingen
1] 1
= PV_Z + avPv_1 en PV = Pv-2 + avPv_1 (v =2,3,00.), (4)

gevuld met

P+ a;Po = (1,a;). (5)

oo

1
=P, + aP = (1,a1) en P,

1 co

merken op dat de coordinaten van de punten door deze for-
es ondubbelzinnig zijn vastgelegd, maar dat punten met ver-
illende coordinaten kunnen samenvallen, namelijk, als de
houding tussen de coordinaten dezelfde is,

Uit bovenstaande definities volgt V v e N (kv_1 $ 0):

]
(A1) = (Agp1) = ABy + By= AP 4+ A, _4P = A 4P, (6)
] 1
ers, uit (3 ) volgt 1 = Aja; + Ay = Aja,, dus
o0 * APy = MBy 4 AO(Rx + a1Po) =
= AR, + (Ajaqy + MRy = AP + P =P en

L] ] !
1= A(B, + agB)) = AP+ AjaPoo= AR+ P, =P

1 ]
rts volgt uit (3 ) A _, = A,_4a, + A, = A 42, als A _, + 0,

i, op grond van (4),

) + A

v=1 ANPuog * A (B p +aP ) =

v-1Pv = Mv-

= A,_4P + (A _qa, + ADR,_q = Ay_4B 5 + A en

v=1"y=2 v-ZPV-1




|

]
Ay-1B, = AV_1(PV_2 + avPv-1) =

A

= Ay_qPyop *+ Ay_p@ P

v=1"y= viv=1 "~ A P + A

v=1"vy=2 v—ZPv-igv

Jit een en ander volgt onmiddellijk de juistheid van (6).

1

Uit (6) volgt dat de punten P, samenvallen met P, d.w.z.,

1

p '

~ = A voor alle v met A _, + O. Indien A = O, dan is P =
q

A v _ '
en a = a , dus A = E: = [Q,a1,...,av] = [b,a1,...,aV]. Maar

nieruit kunnen we concluderen dat V v € N (Av-1 $ 0):

p

[0,31,...,aV] = ax ’ (7

<

n,a.w., de punten PV stellen de naderende breuken voor. En,
omdat uit (4) en (5) volgt dat alle p, en q  geheel zijn (re
pectievelijk tot G of K behoren), hebben we in (7) een gewon
breukvoorstelling van die naderende breuken.

De relaties (4) kunnen ook aldus worden geschreven:
]
Py=1 pv) _ (pv-Z pv-1) (O 1) (pv-1 py) _ [pv-Z pv-1) (O 1')
- ® 9 - ®
1y-1 Qy-2 dy-1 L ay qy-1 9y Qy-2 Ly-1 ! ay
waaruit volgt, daar
(po P, (O 1
% q1)— ! 31)’

vneN (A_q % 0):

n -
P,_1 Py T'T'(O 1 \ (Pn-1 ph] (o 1 ) n-l (o 1 "
= —_ en ] = [] o .. )o
1n-1 9 v=1 {1 a; -1 9 1 a, =1 {1 a,
Dit impliceert
1 1] n
Pro19p = 9-1Pp = P19, = 9 qP, = (1), (9
us n-1 n-1
Pn pl'l—1 (—1) pn_1 ("1)

—_— - = en A - = T,
Roe) Q-1 9n-1+9n -1 qn---1’qn
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p

(9) volgt dat de breuken Ex in (7) onvereenvoudigbaar zijn.
v

[ndien A reéel is en AO,A1,A2,... dus behoren tot het reéle

[0,1), terwijl 81s8,5y..+ dan natuurlijke getallen zijn (zie

agraaf 3), dan volgt uit (4) en (5) dat V¥ n e N (A _, £ 0):

!

QG 2 9, > Qg > o e e
at, voor het geval A bovendien irrationaal is, qn'—é o gls
» o , Dus volgt in dit geval uit (10) dat de rij der nade-

je breuken inderdaad convergeert met limiet A,

De convergentie van de kettingbreukontwikkeling in K

Zij A irrationaal over K en zij opnieuw a, = 0, dus Xo = A
laatste beperkt de algemeenheid niet, daar a, alleen in-
2d heeft op de tellers p, en niet op de noemers q, van de

srende breuken en het alleen de noemers zijn die het ver-

il tussen A en die naderende breuken bepalen,

fu is a
YneN: |arg —=| < E. (12)
A1 = 3
Q1_ n .
t |arg E—I = |arg a | < 3 (alle wijzergetallen behoren
o

H) en, aangezien op grond van (4) voor n = 2,3,,..

dy = a + 9p-2
= 9
Q-1 n Ip-1
) Ap-1 n 9n n
t uit |ar = |ar { = dat ook |arg =—=—| £ =
at |arg a | £ %. Door volledige inductie volgt dus de juist-
d van (12).
Ook is q' .
Y neN: |arg —=| < I, (12)
qn_1 = 3




[mmers, op grond van (4) geldt voor n = 2,3,...

q q,_
n_ _ a; + n=2
An qn-1
1
' n

q1 1]
3 en voor n = 1 geldt =—— = a,.
q, 1

terwijl eveneens |arg a | < z

We gebruiken enige hulpstellingen:

Lemma 1 Indien |A]| < %, |B| < %, lcl < % met reele A, B en C,

dan is S = cos (A - B) + cos (B - C) + cos (C - &) > O.
Bewijs Zonder beperking der algemeenheid mogen we A > B 2 C
onderstellen., We schrijven A-B =X, B-C=Y en A -C = 2.

27

Dan geldt X > 0, ¥ 2 O, 3 Z=X+Y en

[\V

S =cos X +cosY + cos Z

X+7Y X - Y

= 2 cos 5 cos > + cos 2 2

> 2 cos X+ ¥ cos X+ ¥ + cos Z =

= 2 2

_ 2 2 _ -

= 2 cos 3 + cos Z = 2cos 4 + 1 g -1+ 1=0,

Lemma 2 Indien a, b en c¢c complexe getallen zijn met arg a = A,

arg b B en arg ¢ = C, zodanig, dat A, B en C voldoen aan de

voorwaarden van lemma 1, dan is

la + b+ c|®2 3min {|ab|,|be|,|cal}.

I

Bewijs

(|ajcos A + |b|jcos B + |c|cos c)? +

la + b+ c|?

+ (|lalsin A + |b|sin B + |c|sin c)? =

|a|2 + |b|2 + |c|2 + 2|ablcos (A - B) +
+ 2|vbc]lcos (B - C) +

+ 2|calcos (C = A) =
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= 2al = 1812 + 3(Iol = [eD)? + 5(le] - |aD? +

+ |abl(1 + 2cos (A - B)) +

+ |be|(1 + 2cos (B - C)) +

+ |eca|(1 + 2cos (C - 4)) 2

3-+ 2cos(A-B) + 2cos(B-C) + 2cos(C-A)).min{]|ab|,|be|,|cal} 2

nin{|ab|,|bec|,|ca]} (het laatste op grond van lemma 1).

na 3 Indien a, b en ¢ aan dezelfde voorwaarden voldoen als

lemma 2, dan geldt ook
|abe + a + b]?> 3|ab|.min {|ac|,|be|, 1}
lac + be + 112 3 3|c|.min {|abe|,|al,|v]}.

ijs Volgt onmiddellijk uit lemma 2 door te schrijven

c+a+b| = |abl.|c + % + él, lac + be + 1| = |e].]la + b +

na 4 Indien a en b complexe getallen zijn met arg a = A en

b = B, zodanig, dat |A - B| ¢ %?, dan geldt

la + b]2 > |ab].

ijs |a + | =]al®+ |b|2 + 2|ablcos (4 - B) 2

2 2
2l + |b]? - |ab| =

v

(lal - |0])2 + |ab| 2 |ab].

ma 5 Indien a en b aan dezelfde voorwaarden voldoen als in

3y 2.

ma 4, dan is max{|a + b|,|£ + 3

ijs Volgens lemma 4 is Ié + %lz > Tan]
= la
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stellen V. n e N: M = min{lqn_1|,|qn\}. Dan is
(n=2,3,noo)o (13

ils ]qn_1] < an_zl, dan is volgens (4), (12) en lemma

2
n 2’ l 2,
= |a a > 1,
L, indien an 2‘ lqn_1ly
q 2 q.,_ 2 A,
n I = Iano n-1 + 1‘ —E—ll 2 1.
.2 Q-2 Qpop! =

>eweren dat ook

My 2 My 33 (n =4,5...). (14
>p grond van (4) geldt
8n-1%n-2 * 993 T 3182903 * q_19p_4 * Ip_3 ’

indien |qn_4| < |qn_3|, volgens (12) en lemma 3

2

qn-1| = Ia 1a 2oq-——-2n— + a —-—én- ' >3
n-4 f=110=c Qn_yg -

lien |qn_3l < lqn_4|,

2 2
| qn..1 I ' qn—4 '
! = |a a + a ¢ —— 1 2 3,
qn—3 n-1"n-2 n-1 qn_3 =

; volgt dat |qn_1| 2 M, 3 3. Aangezien dan ook geldt

M M 3 3, volgt hieruit het gestelde.

n-2 3

(10) en (14) volgt de convergentie van de rij der na-

> breuken van onze kettingbreukontwikkeling. Dat de




>t van die rij inderdaad gelijk is aan A, volgt eveneens

]
110) en (14), daar voor n = 2,3,... geldt |qn| 2 M, _qe

| 1 ’
rs, G, = 2,9, 4 + Q_o» zodat voor het geval lqn_1| < |qn_2|

]
= 9
Ap-1 n In-1

ijl voor het geval an_g‘ L an-1|

1
q q

-2 nqn.»

eide gevallen krijgen we op grond van lemma 4 een uitkomst

A A
n-1 ' n-2 '
e Eena =—, dus la,| > 1.

M2 n n-1

er dan 1, omdat

pproximatiestellingen

it het voorgaande volgen enige resultaten met betrekking
de benadering van irrationale getallen door rationale.
eweren:

ij ieder reéel of complex getal A bestaan oneindig veel

ken g met pe Genqe G, resp, pe Ken q € K, zodanig,

P 1
IA-—|<-§O
T 9

)Je bewering is evident voor rationale A, zodat we ons tot
itionale A kunnen beperken,

n het reéle geval volgt de juistheid van de bewering uit
feit dat iedere naderende breuk van A klaarblijkelijk aan

restelde eis voldoet, namelijk, op grond van (10) en de

1) 1
»1ijkheid q, = a,q,_4 + Q,_» > Q-1 > 0.




let complexe geval voldoet van elke twee opeenvolgende

. ’ 7/
ide breuken van A tenminste een aan de voorwaarde

p 1
I -2 £ =~
q |4?]

(4) en (3') volgt namelijk voor n = 2,3,...

' q,_ q q
y - qn—1(an - an) = _$_l, dus q = q =+ '1 *
an+1 n-1 n=1 gn+1

1 1
I volgt echter ook Up1 = 8pp1 9 + Qpoq0

1

q q,_ '
n+1 _ ‘n-1 + a .
a, a, n+1

sing van lemma 5 geeft nu, dat of |q;| 2 lqn_1|, of

> |a,|, of aan beide ongelijkheden is voldaan, waaruit
ren gestelde volgt.

1et reele geval hebben we de volgende verscherping:
ieder reeel getal A bestaan oneindig veel reele breuken

dat 1

A5

volgt hieruit dat van elke drie opeenvolgende naderende

p
- =] <
n- Bl

| van A tenminste &én aan de gestelde voorwaarde voldoet.

einde 4it aan te tonen merken we op dat volgens (6)

1, (15)

|
Y ne N: An-1qn

yp grond van (10)

Py [ NS I I ST Nt
VneN: Ik-qn 1|= qn1 = %—12111 . (16)
llen Y n € N: A =0 Het is duidelijk dat in

n-19n-1 n-1°
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reele geval Y n € N: & 2 0, waarbij het gelijkteken

n-1
1ts kan optreden als A rationaal is.

N : - 1
:ronderstel nu dat 6n—1’ o, en 6n+1 groter zijn dan/75. .

.t (6) volgt dat op grond van de definities

YneN: Aa, 4+ A_q9, = 1, (17)
q q
o o A=l L s =2 = 9,
n o, n-1q,_4
a q
n-1 n < 5 .
9n n-1
it volgt
1.1 -1 .1, 1
— - < < = = .
3 *3V? a, 5+ 3v5
< 9ny 1
fde ongelijkheden gelden echter ook voor = zodat
n

In4 1 “n-1 1 1 1 1
- < (= - - (—— - =
T - (G B - (5 e 5VE) = 0,

ne1 = 9no1 < Qs dew.z., Uy 1 < qQ, + 9,_¢» in strijd met

= 841 9n + Ay 2 9 + Ap_1qe

men we aan dat oneindig veel wijzergetallen groter dan 1
dan kunnen we zelfs het bestaan van oneindig veel breuken
oldoen aan de voorwaarde met A/8 i.p.v. \/g aantonen, Het
s kan op dezelfde wijze worden gevoerd door te veronder-
en dat 6n—1’ bn en 5n+1 groter dan‘;}g zijn, terwijl

2 2. Dan volgt namelijk dat Ayt = 9o < 2qn. d.w. 2.,

<2qy + ay_q, in strijd met q 4 = a; 4 q; + a4 2

+ Q4.




